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Abstrak 
Penyebaran penyakit infeksi seperti contohnya hepatitis A  dapat dimodelkan dengan model SIR. 
Penyebaran penyakit dapat dikurangi dengan menguatkan system imun seseorang melalui program 
vaksinasi. Perbaikan sanitasi juga dapat membantu mengurangi laju penularan penyakit. Pada makalah ini 
akan dibandingkan model SIR dengan vaksinasi tanpa dan menggunakan sanitasi. 
Kata kunci: model SIR, vaksinasi, sanitasi. 
 
1. PENDAHULUAN 
Menuru Abrams[1] pemodelan matematika adalh proses penggunaan matematika 
untuk mempelajari pertanyaa-pertanyaan di luar bidang matematika. Model matematika 
merupakan gambaran kejadian yang menggunakan struktur seperti graf, persamaan atau 
algoritma. Pemodelan matematika mempunyai peranan penting dalam memahami 
epidemiologi penyakit infeksi. Hepatitis A merupakan salah satu penyakit infeksi yang 
dapat diformulasikan kedalam model matematika. Proses formulasi model sangat 
memperhatikan asumsi, variabel, dan parameter dalam penggambaran suatu masalah. 
Penyakit infeksi seperti hepatitis A merupakan penyakit yang penyebaran dan 
penyembuhannya cepat sehingga dapat dimodelkan kedalam model Suscepctible, 
Infected,dan Recovered yang selanjutnya dikenal dengan model SIR. Dalam model 
tersebut populasi individu dibedakan menjadi tiga kelas yaitu Suscepctible, Infected,dan 
Recovered.Susceptible adalah individu yang rentan terhadap penularan. Infected adalah 
individu yang terinfeksi. Sedangkan Recoverd adalah individu yang sembuh dari infeksi 
dan tidak mungkin terinfeksi lagi. Menurut Kermak dan McKendrick[5] penyebaran 
penyakit dengan cirri cirri tersebut dapat dimodelkan dalam bentuk model Suscepctible, 
Infected, Recovered (SIR). 
Menurut  Hygiena [4]  Vaksinasi dapat memberikan perlindungan menyeluruh 
pada tubuh terhadap penyakit-penyakit tertentu dan perlindungan yang ditimbulkan 
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bersifat jangka panjang.  Hepatitis A merupakan salah satu penyakit yang dapat dicegah 
dengan menggunakan vaksinasi. 
Selain dengan vaksinasi, penyakit dengan criteria seperti hepatitis bisa menular 
dengan cepat melalui faecal-oral atau pun udara, oleh karena karena itu masyarakat harus 
memperhatikan aspek kebersihan. Oleh sebab itu, sanitasi dalam hal ini sangat 
diperlukan. Menurut Basilius [2] sanitasi total melibatkan perlunya kebersihan diri, 
higenitas, toilet yang dipakai dan terawat, pengelolaan air dan air limbah serta promosi 
kesehatan yang semuanya bertujuan untuk memutus perpindahan bakteri yang bersumber 
dari limbah dan kotoran manusia. 
Dalam artikel ini akan dibahas model  dengan vaksinasi dan model  
dengan vaksinasi dan sanitasi. Selanjutnya dilakukan simulasi terhadap kedua model 
tersebut dengan menggunakan nilai parameter tertentu dan pengaruh sanitasi yang 
ditunjukkan oleh pengaruh level sanitasi. Adapun pengaruh level sanitasi tersebut dilihat 
dari simulasi menggunakan level sanitasi yang berbeda dan berkisar dari 0 sampai 1. 
Kemudian dari hasil simulasi tersebut dibandingkan antara model dengan vaksinasi 
dan model  dengan vaksinasi dan sanitasi. 
 
2. PEMBAHASAN 
2.1 MODEL DENGAN VAKSINASI 
Model  menggambarkan penyebaran suatu penyakit. Menurut Hethcote[3], 
model epidemi  klasik, populasi dibagi menjadi tiga kelompok yaitu susceptible  
infected dan recovered . Jumlah individu pada  kelompok susceptible, infected dan 
recovered pada suatu waktu  dinyatakan sebagai  dan . 
Dalam suatu model matematika, diperlukan asumsi-asumsi yang harus dipenuhi. 
Berikut asumsi dalam penurunan model. 
1. Terjadi pada populasi konstan dimana laju kelahiran ditambah dengan laju 
imigrasi sama dengan laju kematian. 
2. Tidak memperhatikan masa inkubasi dari penyakit. 
3. Populasi bercampur secara homogen, artinya setiap individu memiliki 
kemungkinan yang sama dalam melakukan kontak dengan individu lain. 
Individu yang terinfeksi dapat sembuh atau meninggal akibat penyakit 
tersebut.  
PROSIDING                                                                                          ISBN : 978 – 979 – 16353 – 6 – 3         
Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika 
Yogyakarta, 3 Desember 2011                                                                                                                  
MT ‐ 190 
 
4. Jenis Penyakitnya adalah penyakit dengan jenis penyebaran cepat dan sebuh 
dalam waktu yang cepat. 
5. Hanya satu penyakit yang menyebar dalam populasi. 
6. Tingkat efektivitas vaksinasi 100%. Hai ini berarti setiap individu yang telah 
divaksin akan kebal terhadap penyakit. 
7. Tidak terjadi emigrasi atauimigrasidalam daerah tersebut. 
Menurut Hethcote[3] laju kematian dalam tiap kelompok seimbang dengan jumlah 
kelahiran dan jumlah imigrasi, sehingga populasi konstan . Oleh karena itu 
. Dengan demikian laju kematian di tiap kelompok adalah  
Perubahan populasi dalam model SIR disajikan dalam Gambar 2.1.1 
 
Gambar 2.1.1 Dinamika populasi model  
Laju kelahiran sama dengan laju kematian sama dengan . Setiap individu yang 
lahir langsung masuk pada kelompok susceptible. Penyebaran penyakit infeksi muncul 
jika ada kontak antara individu infected dengan susceptible. Individu yang terinfeksi 
pindah ke kelompok infected dengan laju kontak  Jumlah individu susceptible juga 
berkurang karena adanya kematian sejumlah  Oleh karena itu laju perubahan individu 
pada kelompok  tiap satuan waktu dapat diekspresikan sebagai 
     (2.1)
 
Berdasarkan Gambar 2.1.1 individu pada kelas infected berasal dari individu pada 
kelompok susceptible yang terinfeksi yaitu sejumlah . Jumlah individu pada kelas 
infected juga berkurang karena adanya kematian sejumlah  serta jumlah individu yang 
sembuh. Jumlah individu yang sembuh masuk ke dalam kelompok recovered , dengan 
 merupakan laju kesembuhan. Laju perubahan individu pada kelompok tiap satuan 
waktu dapat diekspresikan sebagai 
  (2.2)
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Individu pada kelompok recovered berasal dari jumlah individu yang sembuh . 
Jumlah individu pada kelompok recovered juga berkurang dengan adanya kematian 
sebesar  Dengan demikian Laju perubahan individu pada kelompok  tiap satuan 
waktu dapat diekspresikan sebagai 
  (2.3)
Dari model epidemi  persamaan (2.1), (2.2), dan (2.3) diperoleh sistem 
autonomous model endemi SIR sebagai berikut. 
   
  (2.4) 
  
 
Sedangkan perubahan populasi dalam model SIR dengan vaksinasi disajikan dalam 
Gambar 2.1.2 
 
 
 
 
 
Gambar 2.1.2 Dinamika populasi model  dengan vaksinasi. 
Pada Gambar 2.1.2 menunjukkan bahwa terjadi perubahan pada jumlah individu 
dikelas  dan . Dinotasikan laju vaksinasi pada penduduk lokal tiap tahun adalah . 
Individu yang telah divaksinasi dinyatakan kebal dan langsung masuk ke dalam 
kelompok . Dengan demikian jumlah individu kelompok  adalah jumlah individu 
dikurangi dengan jumlah individu lahir yang telah divaksinasi. Sehingga laju perubahan 
individu pada kelas  tiap saat dapat dituliskan sebagai 
  (2.5)
Berdasarkan Gambar 2.1.2 laju perubahan individu kelas  pada model SIR 
dengan vaksinasi tetap sama seperti Laju perubahan pada model SIR. Sedangkan individu 
pada kelas  bertambah sebesar  karena individu yang telah divaksinasi dinyatakan 
S I R
( ) Nμσ−1
Nσμ
Iμ Rμ
β γ
Sμ
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kebal dan langsung masuk ke dalam kelompok . Dengan demikian Laju perubahan 
individu pada kelompok  tiap satuan waktu dapat diekspresikan sebagai 
  (2.6)
Dari model epidemi  persamaan (2.5), (2.2), dan (2.6) diperoleh sistem 
autonomous model endemi SIR dengan vaksinasi sebagai berikut. 
    
  (2.7) 
.  
 
2.2 MODEL DENGAN VAKSINASI DAN SANITASI 
Konstanta  didefinisikan sebagai efek sanitasi pada laju kontak,  
merupakan tingkat sanitasi lingkungan. Penambahan sanitasi pada laju kontak 
penyebaran pada sistem (2.2) dapat disajikan dalam Gambar 2.2 
 
 
 
 
 
Gambar 2.2 Dinamika populasi model SIR denganvaksinasi dan pengaruh sanitasi 
Berdasarkan Gambar 2.2 efek sanitasi terletak diantara kelompok suscetipble dan 
infected. Hal ini menunjukkan bahwa efek sanitasi dapat mengurangi laju kontak antara 
kelas  dan . Dengan menambahkan efek sanitasi pada model SIR dengan  vaksinasi 
diperoleh sistem autonomous model endemi SIR dengan vaksinasi dan efek sanitasi yang 
telah dimodifikasi sebagai berikut. 
     
  (2.9) 
  
Nilai parameter dan  adalah positif. Laju vaksinasi adalah . 
 
S I R
( ) Nμσ−1
Nσμ
Iμ Rμ
Hαβ − γ
Sμ
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3. SIMULASI MODEL 
Pada bagian ini diberikan simulasi model  dengan vaksinasi tanpa sanitasi dan 
model  dengan vaksinasi dan sanitasi. Di dalam simulasi ini diambil suatu populasi di 
suatu daerah yang terdiri dari 763 orang. Pada mulanya didalam daerah tersebut terdapat 
satu orang yang terinfeksi. Selanjutnya, didalam populasi tersebut terdapat 512 orang 
yang terinfeksi dalam kurun waktu 25 hari. Selain itu, diberikan nilai-nilai parameter 
yaitu laju kontak terhadap penyakit, , laju kesembuhan sebesar , 
dan  laju vaksinasi sebesar . dimana laju kelahiran dan laju kematian didaerah 
tersebut adalah sama yaitu . 
Berdasarkan keterangan tersebut diperoleh jumlah individu susceptible pada 
waktu  adalah . Sedangkan jumlah individu yang terinfeksi dan jumlah 
individu recovered awal secara berturut-turut adalah dan . 
Dengan demikian diperoleh model penyebaran penyakit SIR sebagai berikut 
     
  (3.1) 
  
Dengan menggunakan model (3.1) dan metode Runge kutta orde 4 diperoleh perilaku 
S,I,dan R yang ditunjukkan oleh Gambar 3.1 
6 10 15 25
t
100
280
762
S,I,R
 
Gambar 3.1 Perilaku S(tebal), I(putus-putus), dan R(tipis) terhadap perubahan waktu 
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Gambar 3.1 menunjukkan bahwa individu susceptible mula-mula sebesar 762, dan 
jumlah individu yang terinfeksi adalah 1. Seiring berjalannya waktu, jumlah individu 
susceptible mengalami penurunan sampai pada waktu  yaitu dengan jumlah 
individu S sebesar 57 orang. Setelah  ke 11 jumlah individu susceptible mengalami 
kenaikan hingga  ke 25. Berdasarkan Gambar 3.1 dapat dilihat pula bahwa jumlah 
individu yang terinfeksi mengalami kenaikan sampai pada waktu  yaitu sebesar 280 
orang yang terinfeksi. Jumlah individu terinfeksi pada waktu  dikatakan sebagai 
puncak epidemi. Selanjutnya, jumlah individu yang terinfeksi setelah waktu  
mengalami penurunan hingga pada waktu . Dimana jumlah individu yang 
terinfeksi pada waktu  adalah 3 orang.  
Sedangkan model penyebaran penyakit dengan model SIR dengan vaksinasi 
sebagai berikut 
      
  (3.2) 
   
 
Dengan menggunakan model (3.1) dan metode Runge kutta orde 4 diperoleh perilaku 
S,I,dan R yang ditunjukkan oleh Gambar 3.2 
5 7 10 15 20 25
t
100
273
400
762
S,I,R
 
Gambar 3.2 Perilaku S(putus-putus), I(tipis), dan R(tebal) terhadap perubahan waktu 
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Gambar 3.2 menunjukkan bahwa individu susceptible mula-mula sebesar 762, dan 
jumlah individu yang terinfeksi adalah 1. Seiring berjalannya waktu, jumlah individu 
susceptible mengalami penurunan sampai pada waktu  yaitu dengan jumlah 
individu S sebesar 53 orang. Setelah  ke 12 jumlah individu susceptible mengalami 
kenaikan hingga  ke 25. Berdasarkan Gambar 3.1 dapat dilihat pula bahwa jumlah 
individu yang terinfeksi mengalami kenaikan sampai pada waktu  yaitu sebesar 273 
orang yang terinfeksi. Jumlah individu terinfeksi pada waktu  dikatakan sebagai 
puncak epidemi. Selanjutnya, jumlah individu yang terinfeksi setelah waktu  
mengalami penurunan hingga pada waktu . Dimana jumlah individu yang 
terinfeksi pada waktu  adalah 2 orang. Penurunan jumlah individu yang terinfeksi 
dikarenakan adanya faktor vaksinasi yaitu dengan laju vaksinasi sebesar 0.2. Selain 
itu,juga dikarenakan individu yang terinfeksi telah sembuh karena adanya penyembuhan. 
Gambar 3.1 menunjukkan pula bahwa jumlah individu Recovered mengalami kenaikan 
selama kurun waktu 25 hari. Hal tersebut disebabkan karena adanya vaksinasi dan laju 
kesembuhan sebesar  0.441.  
6 7 10 15 20 25
t
100
273280
i
 
Gambar 3.3 Perilaku I tanpa vaksinasi (putus-putus) dan dengan vaksinasi(tipis) 
 Berdasarkan Gambar 3.3 tampak bahwa dengan menggunakan vaksinasi dapat 
menurunkan jumlah individu yang terinfeksi sebesar 7 orang. Berdasarkan penjelasan 
tersebut dapat dilihat bahwa adanya vaksinasi dapat menurunkan laju kontak sehingga 
menurunkan jumlah individu yang terinfeksi. 
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Selanjutnya adalah model  dengan vaksinasi dan sanitasi dimana 
levelsanitasinyaadalah . 
      
  (3.3) 
   
 
Level dari  yaitu ,  konstan dan  laju kontak maksimum. 
Nilai  dan  telah ditetapkan yaitu berturut-turut sebesar 0.5 dan 1.6634 
sedangkan nilai  disimulasikan dengan pengambilan  sebesar 0, 0.5 dan 1. Yang 
ditunjukkan pada Gambar 3.2 
0 5 7 8 10 25
t0
100
179
232
273
300
i
 
Gambar 3.2 Perubahan jumlah individu terinfeksi karena pengaruh 
(tipis) (tebal), dan (putus-putus) 
Gambar 3.2 menujukkan bahwa pada saat  atau tidak ada sanitasi, individu 
semakin meningkat dari  sampai  hingga mencapai puncak sebesar 273. 
model ini dapat disebut sebagai model SIR dengan vaksinasi tanpa sanitasi. Selanjunya, 
ketika diberikan sanitasi sebesar  dapat menurunkan puncak sebesar 41 
individu pada saat .  Dan ketika diberikan sanitasi sebesar  atau batas 
maksimum level puncak individu terinfeksi terjadi saat   yaitu sebesar 179 
individu. Artinya, puncak infected menurun hingga 94 orang. 
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Jadi,  ketika dilakukan vaksinasi tanpa sanitasi puncak individu terinfeksi sebesar 273 
orang. Sedangkan ketika dilakukan vaksinasi dan sanitasi dengan level maksimum dapat 
menurunkan puncak individu hingga 94 orang. 
 
 
4. KESIMPULAN 
Dengan menggunakan vaksinasi dan sanitasi, laju kontak penularan penyakit dapat 
diturunkan. Dengan menggunakan level sanitasi sebesar 0 atau tanpa sanitasi puncak 
individu terinfeksi sebesar 273 dan dengan level sanitasi dengan level sanitasi sebesar 1, 
puncak individu terinfeksi sebesar 179.  
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